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Тема 1. Интерполирование функции с помощью
многочленов Лагранжа и многочленов Ньюто-

на с разделенными разностями

1. На отрезке [a,b] получить таблицу значений функции y=f(x) в рав-
ноотстоящих точках xi = a + ih; i = 0, 1, 2, . . . , 10; h = (b− a)/10. Варианты
функции y = f(x) и отрезка [a,b] см. в таблице 1.

2. С помощью интерполяционных формул Лагранжа и Ньютона с раз-
деленными разностями выполнить линейную интерполяцию в точке x∗. До-
пустима ли линейная интерполяция таблично заданной функции в точке
x∗(xi<x∗<xi+1), обеспечивающая погрешность, не превосходящую 10−4?
Сравнить результаты со значением, получаемым при непосредственном вы-
числении по формуле y∗ = f(x∗). Варианты точки x∗ см. в таблице 1.

3. С помощью интерполяционных формул Лагранжа и Ньютона с раз-
деленными разностями выполнить квадратичную интерполяцию в точке
x∗, используя три ближайшие точки xi−1, xi, xi+1, (xi−1<x∗<xi+1). Допу-
стима ли квадратичная интерполяция таблично заданной функции в точке
x∗, обеспечивающая погрешность, не превосходящую 10−5? Сравнить ре-
зультаты со значением, получаемым при непосредственном вычислении по
формуле y∗ = f(x∗).

Этапы выполнения лабораторной работы.

• Построить таблицу из 11 значений выбранной функции.
• По интерполяционной формуле Лагранжа первого порядка вычислить

L1(x
∗) = f(xi) · (x∗ − xi+1)/(xi − xi+1) + f(xi+1) · (x∗ − xi)/(xi+1 − xi).

• С помощью формулы остаточного члена интерполяционной формулы
Лагранжа первого порядка R1(x) = f ′′(ξ)ω2(x)/2, где ξ ∈ [xi, xi+1], а
ω2(x) = (x−xi)·(x−xi+1), на отрезке [xi, xi+1] оценить минимальное и мак-
симальное значения f ′′(x), а затем минимальное и максимальное значения
остаточного члена R1(x).

• Проверить, выполняется ли неравенство min R1 < R1(x
∗) < maxR1,

R1(x
∗) = L1(x

∗) − f(x∗). Ответить на вопрос п.2.

• По интерполяционной формуле Лагранжа второго порядка вычислить

L2(x) = f(xi−1)
(x∗ − xi)(x

∗ − xi+1)

(xi−1 − xi)(xi−1 − xi+1)
+ f(xi)

(x∗ − xi−1)(x
∗ − xi+1)

(xi − xi−1)(xi − xi+1)
+

+f(xi+1)
(x∗ − xi−1)(x

∗ − xi)

(xi+1 − xi−1)(xi+1 − xi)
.

• С помощью формулы остаточного члена интерполяционной формулы
Лагранжа второго порядка
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R2(x) = f ′′′(ξ)ω3(x)/6, ξ ∈ [xi−1, xi+1], ω3(x) = (x−xi−1)(x−xi)(x−xi+1),
на [xi−1, xi+1] оценить минимальное и максимальное значения f ′′′(x), а за-
тем минимальное и максимальное значения остаточного члена R2(x).

• Проверить, выполняется ли неравенство min R2 < R2(x
∗) < maxR2,

R2(x
∗) = L2(x

∗) − f(x∗). Ответить на вопрос п.3.

• Построить таблицу разделенных разностей по узлам xi−1, xi, xi+1.
Вычислить интерполяционные многочлены Ньютона:
L1(x

∗) = f(xi) + f(xi, xi+1)(x
∗ − xi) и

L2(x
∗) = f(xi−1)+f(xi−1, xi)(x

∗−xi−1)+f(xi−1, xi, xi+1)(x
∗−xi−1)·(x∗−xi).

Сравнить с соответствующими результатами, полученными по формулам
Лагранжа.

Таблица 1.

№ y=f(x) [a,b] x∗ x∗∗ x∗∗∗ x∗∗∗∗

1 y=x2+ ln(x) [0.4,0.9] 0.52 0.42 0.87 0.67
2 y=x2− lg(x + 2) [0.5,1.0] 0.53 0.52 0.97 0.73
3 y=x2+ ln(x) − 4 [1.5,2.0] 1.52 1.52 1.97 1.77
4 y=(x-1)2 -0.5ex [0.1,0.6] 0.13 0.12 0.57 0.33
5 y=(x-1)2 -e−x [1.0,1.5] 1.07 1.02 1.47 1.27
6 y=x3− sin(x) [0.6,1.1] 0.92 0.62 1.07 0.83
7 y=4x− cos(x) [0.1,0.6] 0.37 0.12 0.57 0.37
8 y=x2− sin(x) [0.5,1.0] 0.77 0.52 0.97 0.73
9 y=x− cos(x) [0.5,1.0] 0.92 0.53 0.98 0.77
10 y=x2− cos(πx) [0.1,0.6] 0.37 0.12 0.58 0.33
11 y=x2− sin(πx) [0.4,0.9] 0.53 0.43 0.86 0.67
12 y=x2− cos(0.5πx) [0.4,0.9] 0.64 0.42 0.87 0.63
13 y = x − 2 cos(0.5πx) [0.4,0.9] 0.71 0.43 0.87 0.67
14 y=x− sin(πx) [0.6,1.1] 0.88 0.63 1.08 0.83
15 y=2x− cos(x) [0.1,0.6] 0.44 0.13 0.58 0.37
16 y=x2+ ln(x + 5) [0.5,1.0] 0.73 0.52 0.97 0.73
17 y=0.5x2+ cos(2x) [0.6,1.1] 0.84 0.62 1.07 0.83
18 y=x2 − 0.5e−x [0.1,0.6] 0.37 0.12 0.58 0.33
19 y=x2+ lg(x) [0.4,0.9] 0.53 0.43 0.86 0.67
20 y=x− lg(x + 2) [0.5,1.0] 0.77 0.52 0.97 0.73
21 y=x2− lg(0.5x) [0.5,1.0] 0.92 0.53 0.98 0.77
22 y=x3− cos(2x) [0.1,0.6] 0.37 0.12 0.58 0.33
23 y=x2+ cos(πx/2) [0.1,0.6] 0.13 0.12 0.57 0.33
24 y=x/2− cos(x/2) [0.4,0.9] 0.64 0.42 0.87 0.63
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Тема 2. Интерполирование функции с помо-
щью интерполяционных формул c конечными

разностями

1. Построить таблицу конечных разностей для полученной при выпол-
нении лабораторной работы №1 табличной функции.

2. Для таблицы с равноотстоящими узлами используются формулы:
1-я формула Ньютона по x0, x1, x2, . . . , xn, x = x0 + th, 0 < t < 1,

Ln(x0 + th) = f0 + tf1
1/2 +

t(t − 1)

2
f2
1 + . . . +

t(t − 1) · · · (t − (n − 1))

n!
fn

n/2,

2-я формула Ньютона по x0, x−1, x−2 . . . , x−n, x = x0 + th,−1<t<0,

Ln(x0 + th) = f0 + tf1
−1/2 +

t(t + 1)

2
f2
−1 + . . . +

t(t + 1) . . . (t + (n − 1))

n!
fn
−n/2,

1-я формула Гаусса по точкам x0, x1, x−1, x2, x−2 . . . , xn/2, x−n/2,
x = x0 + th, 0 < t ≤ 0.5,

Ln(x0+th)=f0+tf1
1/2+

t(t−1)

2
f2
0+ . . .+

t(t2−1) . . . (t2−(
n

2
−2)2)(t−(

n

2
−1))

n!
fn
0 ,

2-я формула Гаусса по точкам x0, x−1, x1, x−2, x2, . . . , x−n/2, xn/2,
x = x0 + th, −0.5≤t<0,

Ln(x0+th)=f0+tf1
−1/2+

t(t+1)

2
f2
0 +. . .+

t(t2−1) . . . (t2−(
n

2
−2)2)(t+(

n

2
−1))

n!
fn
0 .

Формула Стирлинга

L(x0 + th) = f0 + tµf1
0 +

t2

2!
f2
0 + ...+

t(t2 − 1)(t2 − 22)...[t2 − (n − 1)2]

(2n − 1)!
µf2n−1

0 +

+
t2(t2 − 1)...[t2 − (n − 1)2]

(2n)!
f2n
0 ,

1

2
[f2n−1

1/2 + f2n−1
−1/2 ] = µf2n−1

0 .

Формула Бесселя

L2n+2(x0 + th) = µf1/2 + (t − 1

2
)f1

1/2 +
t(t − 1)

2!
µf2

1/2 + ...+

+
t(t2 − 1)(t2 − 22)...[t2 − (n − 1)2](t − n)

(2n)!
µf2n

1/2+

+
t(t2 − 1)...[t2 − (n − 1)2](t − n)(t − 1

2
)

(2n + 1)!
f2n+1
1/2 ,

1

2
[f2n

1 + f2n
0 ] = µf2n

1/2.

Выбрав подходящие интерполяционные формулы, выполнить интерпо-
лирование табличной функции в точках x∗∗, x∗∗∗, x∗∗∗∗, используя мак-
симально возможное количество узлов для каждой формулы. Варианты
точек x∗∗, x∗∗∗, x∗∗∗∗ см. в таблице 1.

3. Оценить погрешность интерполирования в этих точках, аналогично
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тому, как это сделано в лабораторной работе №1. Сравнить результаты с
соответствующими значениями, получаемыми при непосредственном вы-
числении по формуле y = f(x).

Этапы выполнения лабораторной работы.
• Построить таблицу конечных разностей по значениям

табличной функции.
• По соответствующим интерполяционным формулам вычислить

Ln(x∗∗), Ln(x∗∗∗), Ln(x∗∗∗∗).
• С помощью формулы остаточного члена интерполяционного много-

члена

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
ωn+1(x), ξ ∈ [a, b], ωn+1(x) = (x − x0) . . . (x − xn),

оценить минимальное и максимальное значения f (n+1)(x) - производной
функции y=f(x), а затем минимальное и максимальное значения остаточ-
ного члена Rn(x).

• Проверить, выполняется ли неравенство min(Rn)<Rn(z)<max(Rn),
где Rn(z) = L1(z) − f(z) и z = x∗∗, x∗∗∗, x∗∗∗∗.

Тема 3. Дифференцирование таблично задан-

ной функции с помощью многочлена Лагранжа

1. Дифференцируя заданное число раз интерполяционную формулу
Лагранжа, построить формулу численного дифференцирования прибли-
женного вычисления производной таблично заданной функции f(x) :

L
(k)
n (xm)) ≈ f (k)(xm), значения n, k, m см. в таблице 2. Сравнить результа-

ты со значением, получаемым при непосредственном вычислении по фор-
муле f (k)(xm).

Этапы выполнения лабораторной работы.
• Прежде чем дифференцировать интерполяционную формулу Лагран-

жа, сначала привести к виду, удобному для дифференцирования, посколь-
ку в таблице расстояние между соседними узлами равно h, то заменить все
разности (xi − xj) на (i − j) · h.

• С помощью дифференцирования формулы остаточного члена интер-
поляционного многочлена

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
ωn+1(x), ξ ∈ [a, b], ωn+1(x) = (x − x0) . . . (x − xn),
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получить и оценить минимальное и максимальное значения остаточного
члена Rn,k(x).
• Проверить, выполняется ли неравенство min(Rn,k)<Rn,k(x)< max(Rn,k),

Rn,k(xm) = L
(k)
n (xm) − f (k)(xm).

Таблица 2.

к = 2 к = 1
n =3 n = 4 n = 5 n =3 n = 4 n = 5 n = 6

m=0 16 20 25 1 5 10 31
m=1 17 21 26 2 6 11 32
m=2 18 22 27 3 7 12 33
m=3 19 23 28 4 8 13 34
m=4 24 29 9 14 35
m=5 30 15 36
m=6 37

Тема 4. Квадратурные формулы

Вычислить интеграл
b
∫

a

f (x)dx

1. по составной формуле левых прямоугольников;
2. по составной формуле правых прямоугольников;
3. по составной формуле центральных прямоугольников;
4. по формуле трапеции;
5. по формуле Симпсона;
6. по формуле Веддля: I6m=0, 3h(y0+5y1+y2+6y3+y4+5y5+2y6+ . . . +

+5y6m−5+y6m−4+6y6m−3+y6m−2+5y6m−1+y6m);

по формуле Ньютона-Котеса: In = (b − a)
n
∑

k=0

ckf (xk)

7. n = 1, ck = (1/2, 1/2);
8. n = 2, ck = (1/6, 4/6, 1/6);
9. n = 3, ck = (1/8, 3/8, 3/8, 1/8);
10. n = 4, ck = (7/90, 32/90, 12/90, 32/90, 7/90);
11. n = 5, ck = (19/288, 75/288, 50/288, 50/288, 75/288, 19/288);
12. n = 6, ck = (41/840, 216/840, 27/840, 272/840, 27/840, 216/840, 41/840);

по формуле Гаусса: In = (b−a)
2

n
∑

k=1

ckf (xk), где xk =
b + a

2
+

b − a

2
tk

13. n = 1, t1 = 0, c1 = 2;
14. n = 2, t1,2 = ±0, 577350, c1 = c2 = 1;
15. n = 3, t1,3 = ±0, 774597, t2 = 0, c1 = c3 = 5/9, c2 = 8/9;
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16. n = 4, t1,4 = ±0, 861136, c1 = c4 = 0, 347855,
t2,3 = ±0, 339981, c2 = c3 = 0, 652145.

В вариантах 1–6 для достижения заданной точности ε сначала вычис-
лить In на отрезке [a,b], затем n удвоить и вычислить I2n. Если выполнено
неравенство |In−I2n| ≤ ε, то точность считается достигнутой, и I2n прини-
мается за приближенное значение интеграла с точностью ε, в противном
случае n снова удваивается, т. е. вычисляют I4n и сравнивают между собой
уже I2n и I4n и т. д.

В вариантах 7–16 для достижения заданной точности ε сначала вычис-
лить In на отрезке [a,b], затем отрезок делить пополам, и к каждой поло-
вине применять квадратурную формулу с заданным n, т.е. вычислить I2n.
Если выполнено неравенство |In−I2n| ≤ ε, то точность считается достигну-
той и I2n принимается за приближенное значение интеграла с точностью
ε, в противном случае каждая половина отрезка [a,b] делится пополам,
к каждой половине применяется квадратурная формула с заданным n и
сравниваются между собой уже I2n и I4n и т. д. до тех пор, пока не будет
либо достигнута точность ε либо не будет произведено заданное количество
делений отрезка [a,b].

Тема 5. Метод монотонной прогонки

Дана система линейных алгебраических уравнений специального вида

AkUk−1 + BkUk + CkUk+1 = Fk, , k = 1, ..., N, (1)

A1 = CN = 0.

Здесь Ak, Bk, Ck, k = 1, ..., N - заданные коэффициенты системы, кото-
рые можно рассматривать как три диагонали матрицы системы, а осталь-
ные коэффициенты системы равны нулю; Gk, k = 1, ..., N - правые части,
Uk, k = 1, ..., N - искомые значения, решения системы (1).

Выразим из первого уравнения системы (1) U1 в виде

U1 = −C1

B1
U2 +

F1

B1
. (2)

Введем обозначения

α2 = −C1

B1
, β2 =

F1

B1
, (3)

тогда соотношение (2) перепишется следующим образом

U1 = α2U2 + β2. (4)
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Предположим, что

Uk−1 = αkUk + βk. (5)

Исключим из k-го уравнения системы (1) Uk−1, подставив соотношение (5)
в k-ое уравнение, Ak(αkUk + βk) + BkUk + CkUk+1 = Fk, выразим из него
Uk:

Uk = − Ck

Bk + Akαk
Uk−1 +

Fk − Akβk

Bk + Akαk
.

Отсюда видно, что, введя обозначения

βk =
Fk − Akβk

Bk + Akαk
, αk = − Ck

Bk + Akαk
, (6)

мы сведем k-ое уравнение к двучленному виду

Uk = αk−1Uk+1 + βk+1. (7)

Таким образом, мы показали, что для каждого k = 1, ...., N k-ое урав-
нение системы (1) может быть приведено к виду (7), где коэффициенты
αk+1, βk+1 могут быть вычислены по формулам (6). Эти коэффициенты
называют прогоночными, а их вычисление называют прямым ходом про-
гонки.

В преобразованиях, описанных выше, не участвовало N -ое уравнение
системы (1). Это уравнение и соотношение (7) при k = N − 1:

{

ANUN−1 + BNUN = FN ,
UN−1 = αNUN + βN

можно использовать для определения UN :

UN =
FN − ANβN

ANαN + BN
.

Все остальные Uk, k = N − 1, N − 2, ..., 1, определяются по формуле (7).
Вычисление Uk является обратным ходом прогонки. Этот метод называ-
ют монотонной правой прогонкой, поскольку сведение трехчленной (или,
говорят, трехдиагональной) системы линейных алгебраических уравнений
к двучленному виду проводится по возрастанию номеров уравнений, на-
чиная с первого, что совершенно не принципиально, и можно производить
исключение одного неизвестного в каждом уравнении по убыванию номе-
ров, тогда получим формулы монотонной левой прогонки.

10



Тема 6. Сплайны

1. Эрмитовы кубические сплайны

Пусть на сетке w̄h={xi, i=0, N, x0=a, xN=b, xi=xi−1+hi,
N
∑

i=1

hi=b−a}

заданы значения yi = f(xi), y′

i = f ′(xi), i = 0, N .
Определение. Эрмитовым кубическим сплайном называют функцию

S(x), удовлетворяющую условиям:
1. S(x) ∈ P3i(x) для ∀x ∈ [xi, xi+1], i = 0, N−1,
2. S(x) ∈ C1

[a,b], (т.е. непрерывны S(x) и S′(x) во внутренних узлах),

3. S(xi) = f(xi), S′(xi) = f ′(xi), i = 0, . . . , N .
Эрмитовы сплайны являются локальными. Для их вычисления на от-

резке [xi, xi+1] достаточно использовать третье условие определения:
S(xi) = yi, S′(xi) = y′

i, S(xi+1) = yi+1, S′(xi+1) = y′

i+1;
тогда S(x) на отрезке [xi, xi+1] можно записать:

S(x) = yi + y′

i(x − xi) + ai
(x − xi)

2

2
+ bi

(x − xi)
3

6
,

ai =
6

hi+1

[yi+1 − yi

hi+1
− 2y′

i + y′

i+1

3

]

, bi =
12

h2
i+1

[y′

i + y′

i+1

2
− yi+1 − yi

hi+1

]

.

2. Кубические нелокальные сплайны

Пусть на сетке w̄h заданы yi = f(xi), i = 0, N .
Определение. Функция S(x) называется кубическим сплайном, интер-

полирующим функцию f(x) в узлах сетки w̄h, если выполняются следую-
щие условия:

1. S(x) ∈ P3i(x), для ∀x ∈ [xi, xi+1], i = 0, N − 1,
2. S(x) ∈ C2[a, b], (т.е. непрерывны S(x), S′(x), S′′(x) во всех внутренних

узлах),
3. S(xi) = f(xi), i = 0, N .
Легко показать, что этими условиями сплайн определяется неоднознач-

но, а именно, кубический сплайн, удовлетворяющий данному определению,
имеет еще 2 свободных параметра. На каждом из N отрезков сплайн опре-
деляется 4-мя коэффициентами, итого, на [a, b] всего 4N коэффициентов.
Условие 2): S(x) ∈ C2

[a,b] дает 3(N − 1) равенств. Условие интерполяции 3)
дает N + 1 соотношение. Итого: 3N − 3 + N + 1 = 4N − 2 соотношения.

Два недостающих дополнительных условия, как правило, задаются в
виде краевых условий, определяющих значение сплайна или его производ-
ных на концах отрезка [a, b]:
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1. S′(a) = f ′(a), S′(b) = f ′(b).
2. S′′(a) = f ′′(a), S′′(b) = f ′′(b).
3. Si(a)=Si(b), i=0, 1, 2 – в этом случае говорят о периодическом сплайне.
4. S′′′(x1 + 0) = S′′′(x1 − 0), S′′′(xN−1 − 0) = S′′′(xN−1 + 0).

3. Построение кубического сплайна через наклоны

Кубический сплайн можно рассматривать как Эрмитов сплайн, удо-
влетворяющий условиям:

S(xi) = yi, S′(xi) = y′

i;

S(x) = yi + y′

i(x − xi) + ai
(x − xi)

2

2
+ bi

(x − xi)
3

6
;

S′(x) = y′

i + ai(x − xi) + bi
(x − xi)

2

2
.

Вводя обозначение: S′(xi) = mi - наклоны, mi = y′

i, по построению полу-
чают:

S(xi+1) = yi + mihi+1 + ai

h2
i+1

2
+ bi

h3
i+1

6
= yi+1,

S′(xi+1) = y′

i + aihi+1 + bi

h2
i+1

2
= y′

i+1.

Имеют систему двух уравнений с двумя неизвестными ai и bi:

aihi+1 + bi

h2
i+1

2
= mi+1 − mi,

ai

h2
i+1

2
+ bi

h3
i+1

6
= yi+1 − yi − mihi+1.

Умножают первое уравнение в системе на −hi+1/2 и складывают со вто-
рым. Тогда

bi

(h3
i+1

4
− h3

i+1

6

)

=
mi+1

2
hi+1 − (yi+1 − yi) +

mi

2
hi+1.

Отсюда получают выражение для bi:

bi =
12

h2
i+1

(mi+1 + mi

2
− yi+1 − yi

hi+1

)

.

Затем умножают первое уравнение в системе на −hi+1/3 и складывают со
вторым. Тогда

ai

(h2
i+1

3
− h2

i+1

2

)

=
mi+1

3
hi+1 − (yi+1 − yi) +

2mi

3
hi+1

12



и коэффициент ai имеет вид:

ai =
6

hi+1

(yi+1 − yi

hi+1
− mi+1 + 2mi

3

)

.

S′′(x) = ai + bi(x − xi) на [xi, xi+1],
S′′(x) = ai−1 + bi−1(x − xi−1) на [xi−1, xi].

Из второго условия определения кубического сплайна, а именно, непре-
рывности второй производной на [a,b], в том числе и в узлах сетки:

S′′(xi − 0) = S′′(xi + 0)

получают
ai−1 + bi−1hi = ai

или

1

hi

(yi − yi−1

hi
− mi + 2mi−1

3

)

+
2

hi

(mi + mi−1

2
− yi − yi−1

hi

)

=

=
1

hi+1

(yi+1 − yi

hi+1
− mi+1 + 2mi

3

)

.

Далее осуществляют следующие выкладки:

−mi + 2mi−1

3hi
+

mi + mi−1

hi
− yi − yi−1

h2
i

=
yi+1 − yi

h2
i+1

− mi+1 + 2mi

3hi+1
,

2mi + mi−1

3hi
+

mi+1

3hi+1
+

2mi

3hi+1
=

yi+1 − yi

h2
i+1

+
yi − yi−1

h2
i

,

mi−1

hi
+ 2mi

( 1

hi
+

1

hi+1

)

+
mi+1

hi+1
= 3
(yi+1 − yi

h2
i+1

+
yi − yi−1

h2
i

)

.

Вводят обозначения: µi =
hi+1

hi + hi+1
; λi = 1 − µi =

hi

hi + hi+1
, µi + λi = 1.

В результате получают систему N−1 уравнения с N+1 неизвестным m0,
. . . , mN :

µimi−1 + 2mi + λimi+1 = 3
(

λi
yi+1 − yi

hi+1
+ µi

yi − yi−1

hi

)

, i = 1, N−1. (1)

Для замыкания системы необходимо добавить два уравнения:
1 краевое условие: S′(a) = y′(a); S′(b) = y′(b), тогда m0 = y′

0; mN = y′

N .
2 краевое условие: S′′(a) = y′′(a); S′′(b) = y′′(b).

a0 = y′′

0 ; aN−1 + bN−1hN = y′′

N .
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Первое соотношение в условии позволяет получить следующее уравнение:

6

h1

(y1 − y0

h1
− m1 + 2m0

3

)

= y′′

0 ⇒ −2m1

h1
− 4m0

h1
= y′′

0 − 6(y1 − y0)

h2
1

⇒

2m0 + m1 =
3

h1
(y1 − y0) −

h1

2
y′′

0 .

Второе соотношение позволяет получить второе недостающее уравнение:

6

hN

(yN − yN−1

hN
− mN + 2mN−1

3

)

+
12

hN

(mN + mN−1

2
− yN − yN−1

hN

)

= y′′

N ,

−2mN−4mN−1+6mN+6mN−1 = hN

(

y′′

N−6(yN − yN−1)

h2
N

+
12(yN − yN−1)

h2
N

)

,

2mN + mN−1 =
hNy′′

N

2
+

3(yN − yN−1)

hN
.

Окончательно получают следующую систему уравнений:



























2m0 + m1 =
3

h1
(y1 − y0) −

h1

2
y′′

0 ,

µimi−1 + 2mi + λimi+1 = 3
(

λi
yi+1 − yi

hi+1
+ µi

yi − yi−1

hi

)

, i = 1, N−1,

2mN + mN−1 =
hNy′′

N

2
+

3(yN − yN−1)

hN
.

3 краевое условие (периодичность):

yN = y0, yN+1 = y1, . . . ,
mN = m0, mN+1 = m1, . . . ,
h1 = hN+1, h2 = hN+2, . . . ,

µN+1 = µ1 =
h1

hN+2 + h1
.

Эти условия добавляют два уравнения к системе уравнений (1):
µ1mN + 2m1 + λ1m2 = g1,
µNmN−1 + 2mN + λNm1 = gN .
4 краевое условие:
S′′′ (x1−0)=S′′′ (x1+0) , S′′′ (xN−1−0) = S′′′ (xN−1+0) .

Сначала рассматривается первое соотношение.
S′′′ (x1 − 0) = S′′′ (x1 + 0) =⇒ b0 = b1

или
1

h2
1

(

m1 + m0

2
− y1 − y0

h1

)

=
1

h2
2

(

m2 + m1

2
− y2 − y1

h2

)

.

Уравнение умножают на 2h1h2 и получают
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h2

h1
(m1 + m0) −

h1

h2
(m2 + m1) = −y2 − y1

h2
· 2h1

h2
+

y1 − y0

h1
· 2h2

h1
,

m0 + (1 − (
h1

h2
)2)m1 −

(h1

h2

)2

m2 = 2

(

y1 − y0

h1
− y2 − y1

h2
·
(

h1

h2

)2
)

.

Если обозначить h1/h2 = γ1, то уравнение примет вид:

m0 + (1 − γ2
1)m1 − γ2

1m2 = 2
y1 − y0

h1
− 2γ2

1

y2 − y1

h2
.

Добавляют к полученному уравнению первое уравнение из системы (1):

µ1m0 + 2m1 + λ1m2 = 3
(

λ1
y2 − y1

h2
+ µ1

y1 − y0

h1

)

.

Тогда имеют систему двух уравнений относительно трех неизвестных m0,
m1, m2:

m0 + (1 − γ2
1)m1 − γ2

1m2 = 2
y1 − y0

h1
− 2γ2

1

y2 − y1

h2
,

µ1m0 + 2m1 + λ1m2 = 3
(

λ1
y2 − y1

h2
+ µ1

y1 − y0

h1

)

.

Умножают первое уравнение на µ1 и вычитают из второго:

(2 − µ1 + µ1γ
2
1)m1 + (λ1 + µ1γ

2
1)m2 = (3λ1 + 2µ1γ

2
1)

y2 − y1

h2
+ µ1

y1 − y0

h1
.

Если учесть, что

1)µ1γ
2
1 =

h2
1

(h1 + h2)h2
=

h1

h1 + h2

h1

h2
= λ1γ1,

2)λ1 + µ1γ
2
1 = λ1 + λ1γ1 = λ1(1 + γ1) =

h1

h1 + h2

(

1 +
h1

h2

)

=
h1

h2
= γ1,

3)2 − µ1 + µ1γ
2
1 = 1 + λ1 + λ1γ1 = 1 + γ1,

4)3λ1 + 2µ1γ
2
1 = 3λ1 + 2λ1γ1 = λ1(3 + 2γ1),

то b0 = b1 примет вид:

(1 + γ1)m1 + γ1m2 = λ1(3 + 2γ1)
y2 − y1

h2
+ µ1

y1 − y0

h1
.

Аналогичные преобразования осуществляются для второго соотноше-
ния 4-го краевого условия.

S′′′ (xN−1 − 0) = S′′′ (xN−1 + 0) =⇒ bN−2 = bN−1.
1

h2
N−1

(

mN−1+mN−2

2
−yN−1 − yN−2

hN−1

)

=
1

h2
N

(

mN+mN−1

2
−yN − yN−1

hN

)

.

Вводят обозначение
hN

hN−1
= γN . Тогда



















γ2
NmN−2−(1 − γ2

N )mN−1 − mN=2

(

γ2
N

yN−1 − yN−2

hN−1
−yN − yN−1

hN

)

,

(N − 1) − ое уравнение системы имеет вид:

µN−1mN−2+2mN−1+λN−1mN=3
(

λN−1
yN−yN−1

hN
+µN−1

yN−1−yN−2

hN−1

)

.
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Умножая первое уравнение на λN−1 и складывая со вторым, получают:
(µN−1+λN−1γ

2
N )mN−2+(2 − (1 − γ2

N )λN−1)mN−1=

= λN−1
yN − yN−1

hN
+(3µN−1 + 2µN−1γN )

yN−1 − yN−2

hN−1
.

С учетом того, что

µN−1+λN−1
h2

N

h2
N−1

=
hN

hN + hN−1
+

h2
N

(hN + hN−1)hN−1
= µN−1(1+γN ) = γN ,

2 − λN−1 + λN−1γ
2
N = 1 + µN−1 + µN−1γN = 1 + µN−1(1 + γN ) = 1 + γN ,

имеют

γNmN−2 + (1 + γN )mN−1 = µN−1(3 + 2γN)
yN−1 − yN−2

hN−1
+ λN−1

yN − yN−1

hN
.

Итак, в случае краевых условий 4-ого типа имеют:

(1 + γ1)m1 + γ1m2 = λ1 (3 + 2γ1)
y2 − y1

h2
+ µ1

y1 − y0

h1
;

µimi−1 + 2mi + λimi+1 = 3

(

λi
yi+1 − yi

hi+1
+ µi

yi − yi−1

hi

)

, i = 2, N−2;

γNmN−2+ (1+γN )mN−1=µN−1 (3+2γN)
yN−1 − yN−2

hN−1
+λN−1

yN − yN−1

hN
.

4. Построение кубического сплайна через моменты

Моментами называются S′′ (xi) = Mi; i = 0, N ;

S(x) = yi + ci(x − xi) + ai
(x − xi)

2

2
+ bi

(x − xi)
3

6
на [xi, xi+1] ,

S′(x) = ci + ai(x − xi) + bi
(x − xi)

2

2
,

S′′(x) = ai + bi(x − xi),
S′′′(x) = bi,

S′′(xi) = ai = Mi; S′′(xi+1) = ai + bihi+1 ⇒ bi =
Mi+1 − Mi

hi+1
.

Отсюда: S(xi+1) = yi + cihi+1 + Mi

h2
i+1

2
+ (Mi+1 − Mi)

h2
i+1

6
= yi+1, тогда

ci =
yi+1 − yi

hi+1
−Mi

hi+1

2
− (Mi+1−Mi)

hi+1

6
=

yi+1 − yi

hi+1
− hi+1

6
(2Mi +Mi+1).

Из условия непрерывности первой производной для S(x) в узлах xi,
имеют:
S′

i−1(xi) = S′

i(xi),
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yi − yi−1

hi
−hi

6
(2Mi−1+Mi) + Mi−1hi+

Mi − Mi−1

2
hi=

yi+1 − yi

hi+1
−hi+1

6
(2Mi +

Mi+1),
hi

6
Mi−1 +

1

3
Mi(hi + hi+1) +

hi+1

6
Mi+1 =

yi+1 − yi

hi+1
− yi − yi−1

hi
,

λiMi−1 + 2Mi + µiMi+1=
6

hi + hi+1

(

yi+1 − yi

hi+1
− yi − yi−1

hi

)

, i = 1, N−1.

(2)

Для получения замкнутой системы для определения моментов нужно
добавить краевые условия к системе (2):
1 краевое условие: S′(a) = A; S′(b) = B.

y1 − y0

h1
−h1

6
(2M0 + M1)=A =⇒ 2M0+M1=

6

h1

(y1 − y0

h1
− A

)

.

yN − yN−1

hN
−hN

6
(2MN−1 + MN)+MN−1hN+

hN

2
(MN − MN−1)=B,

hN

6
MN−1+

hN

3
MN=B−yN − yN−1

hN
=⇒

=⇒ MN−1+2MN=
6

hN

(

B − yN − yN−1

hN

)

.

Неизвестные моменты находятся из системы уравнений:



























2M0+M1=
6

h1

(y1 − y0

h1
− A

)

,

λiMi−1+2Mi + µiMi+1=
6

hi+hi+1

(

yi+1−yi

hi+1
−yi−yi−1

hi

)

, i=1, N−1,

MN−1+2MN=
6

hN

(

B − yN − yN−1

hN

)

.

2 краевое условие: S′′(a) = A; S′′(b) = B, тогда M0 = A; MN = B.
3 краевое условие:

M0 = MN ; MN+1 = M1; h1 = hN+1.

4 краевое условие: S′′′(x1+0) = S′′′ (x1−0) , S′′′(xN−1−0) = S′′′(xN−1+0).
Рассматривают первое равенство S′′′(x1 + 0) = S′′′ (x1 − 0).

b0 = b1 =⇒ M1 − M0

h1
=

M2 − M1

h2
⇒ −M0 + M1 =

h1

h2
(M2 − M1).
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Обозначают γ1 =
h1

h2
и рассматривают систему из двух уравнений.















M0 − (1 + γ1)M1 + γ1M2 = 0,
1-ое уравнение системы имеет вид:

λ1M0 + 2M1 + µ1M2 =
6

h1 + h2

(

y2 − y1

h2
− y1 − y0

h1

)

.

Умножают первое уравнение на λ1 и вычитают из второго уравнения:

M1(2 + λ1(1 + γ1))+(µ1 − λ1γ1)M2=
6

h1 + h2

(

y2 − y1

h2
− y1 − y0

h1

)

.

Так как

2 + λ1(1 + γ1) = 2 +
h1

h2
= 2 + γ1,

µ1 − λ1γ1 =
h2

h1 + h2
− h1

h1 + h2

h1

h2
=

h2 − h1

h2
, то

(2 + γ1)M1 +
h2 − h1

h2
M2 =

6

h1 + h2

(

y2 − y1

h2
− y1 − y0

h1

)

.

Далее рассматривают второе условие S′′′(xN−1 + 0) = S′′′(xN−1 − 0).

bN−2 = bN−1 =⇒ MN−1 − MN−2

hN−1
=

MN − MN−1

hN
.

Обозначают γN =
hN

hN−1
и рассматривают систему из двух уравнений.











−γNMN−2 + (1 + γN )MN−1 − MN = 0,
(N-1)-ое уравнение системы имеет вид:

λN−1MN−2+2MN−1+µN−1MN=
6

hN−1+hN
(
yN−yN−1

hN
−yN−1−yN−2

hN−1
).

Умножают первое уравнение на µN−1и складывают со вторым уравнением
системы:
(λN−1 − µN−1γN )MN−2 + (2 + µN−1(1 + γN )MN−1 =

=
6

hN−1 + hN

(

yN − yN−1

hN
− yN−1 − yN−2

hN−1

)

.

Так как

λN−1 − µN−1γN =
hN−1

hN−1 + hN
− hN

hN + hN−1

hN

hN−1
=

hN−1 − hN

hN−1
,

2 + µN−1(1 + γN ) = 2 +
hN

hN−1
= 2 + γN ,

то
hN−1−hN

hN−1
MN−2+(2+γN )MN−1=

6

hN−1+hN

(

yN−yN−1

hN
−yN−1−yN−2

hN−1

)

.
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Для нахождения моментов необходимо решить систему:



























(2 + γ1)M1 +
h2 − h1

h2
M2 =

6

h1 + h2
(
y2 − y1

h2
− y1 − y0

h1
),

λiMi−1 + 2Mi+µiMi+1=
6

hi+hi+1
(
yi+1−yi

hi+1
−yi−yi−1

hi
), i=1, N−1,

hN−1−hN

hN−1
MN−2+(2+γN )MN−1=

6

hN−1+hN
(
yN−yN−1

hN
−yN−1−yN−2

hN−1
).

5. Дифференцирование и интегрирование кубического

сплайна

1. Если сплайн S (x) определен через наклоны mi, то вычисление S′ (x)
не представляет труда, т. к.
S′(xi) = mi;

S′(x)=mi+
6(x − xi)

hi+1

(

yi+1 − yi

hi+1
−mi+1 + 2mi

3

)

+

+
6(x − xi)

2

h2
i+1

(

mi+1 + mi

2
−yi+1 − yi

hi+1

)

;

S′′(x)=
6

hi+1

(

yi+1 − yi

hi+1
−mi+1 + 2mi

3

)

+
12(x − xi)

h2
i+1

(

mi+1+mi

2
−yi+1−yi

hi+1

)

;

b
∫

a

S(x)dx =
N−1
∑

i=0

xi+1
∫

xi

S(x)dx;

xi+1
∫

xi

S(x)dx=

[

yix+mi
(x − xi)

2

2
+ ai

(x − xi)
3

6
+bi

(x − xi)
4

24

]xi+1

xi

=

=yihi+1+
mih

2
i+1

2
+h2

i+1

(

yi+1−yi

hi+1
−mi+1+2mi

3

)

+
h2

i+1

2

(

mi+1+mi

2
−yi+1−yi

hi+1

)

=

= hi+1
yi+1 + yi

2
+ h2

i+1

mi − mi+1

12
.

2. Если сплайн S(x) определен через наклоны Mi, то

S′(x)=
yi+1 − yi

hi+1
−hi+1

6
(2Mi + Mi+1) + Mi(x − xi)+

Mi+1 − Mi

hi+1

(x − xi)
2

2
;

S′′(xi) = Mi;

S′′(x) = Mi +
Mi+1 − Mi

hi+1
(x − xi);

xi+1
∫

xi

S(x)dx=yihi+1+
h2

i+1

2

[

yi+1 − yi

hi+1
−hi+1

6
(2Mi + Mi+1)

]

+
Mih

3
i+1

6
+
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+
h3

i+1

24
(Mi+1 − Mi)=

hi+1

2
(yi + yi+1) −

h3
i+1

24
(Mi + Mi+1).

Варианты заданий

Таблица 3. Построение сплайна через наклоны

I тип кр.
усл.

II тип кр.
усл.

IV тип кр.
усл.

1 9 17 Задача интерполирования,
данные из лаб. раб. 1

2 10 18 Задача интегрирования,
данные из лаб. раб. 4

3 11 19 Задача дифференцирова-
ния (первая производная),
данные из лаб. раб. 1

4 12 20 Задача дифференцирова-
ния (вторая производная),
данные из лаб. раб. 1

Таблица 4. Построение сплайна через моменты

1 тип кр.
усл.

2 тип кр.
усл.

4 тип кр.
усл.

5 13 21 Задача интерполирования,
данные из лаб. раб. 1

6 14 22 Задача интегрирования,
данные из лаб. раб. 4

7 15 23 Задача дифференцирова-
ния (первая производная),
данные из лаб. раб. 1

8 16 24 Задача дифференцирова-
ния (вторая производная),
данные из лаб. раб. 1

В полях таблиц указан номер варианта.

Тема 7. Численное решение уравнения f(x)=0

методом хорд и касательных

Найти действительные корни уравнения

f(x) = 0 (1)
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с заданной точностью ε, т.е. указать такое x, что |x∗ − x| < ε, где x∗ —
корень уравнения f(x) = 0. Решение этой задачи состоит из двух этапов.
1. Отделение корней. На этом этапе выделяют отрезки [αi, βi], принадле-
жащие области определения функции f(x), на каждом из которых распо-
ложен один и только один корень уравнения (1), такие корни называют-
ся изолированными. Границы каждого отрезка рассматривают как первое
приближение искомого корня, αi - с недостатком, βi - с избытком. Тогда
погрешность такого приближения не превзойдет длины li отрезка [αi, βi].
Для отделения корней уравнения (1) можно воспользоваться первой теоре-
мой Больцано — Коши. Если функция f(x) на отрезке [αi, βi] удовлетворя-
ет условиям этой теоремы, то внутри этого отрезка содержится по меньшей
мере один корень уравнения (1). Корень будет заведомо единственным,
если производная f ′(x) существует и сохраняет постоянный знак внут-
ри отрезка [αi, βi]. Таким образом, участки, отделяющие корни уравнения
(1) следует искать на интервалах знакопостоянства производной функции
f(x).

Другой простой способ выделения корней состоит в преобразовании
уравнения (1) к виду Φ(x) = Ψ(x), где функции Φ(x) и Ψ(x) более про-
стые, чем функция f(x). Тогда, построив графики функций y = Φ(x) и
y = Ψ(x), искомые корни получают как абсциссы точек пересечения этих
графиков.

2. Нахождение отделенного корня с любой наперед заданной степенью
точности ε.

Считаем, что искомый корень уравнения (1) отделен и лежит на отрезке
[αi, βi], на котором функция f(x) непрерывна и дважды дифференцируема,
причем производные f ′(x) и f ′′(x) сохраняют каждая свой знак.

В этом случае возможны четыре комбинации знаков первой и второй
производных, которые определяют четыре типа расположения кривой y =
f(x):
а) f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0 — функция вогнутая и возрастает;
б) f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0 — функция выпуклая и возрастает;
в) f ′(x) < 0, f ′′(x) > 0 — функция вогнутая и убывает;
г) f ′(x) < 0, f ′′(x) < 0 — функция выпуклая и убывает.

Рассмотрение четырех случаев необходимо для определения того, с ка-
кого конца отрезка [αi, βi] возможно применение метода касательных, а
именно, с конца, в котором значение функции и ее второй производной
имеет одинаковый знак. Тогда противоположный конец отрезка исполь-
зуется для применения метода хорд. Расчетные формулы методов имеют
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вид:

x̄n = x̄n−1 −
f(x̄n−1)

f ′(x̄n−1)
,

xn = xn−1 −
f(xn−1)(x̄n−1 − xn−1)

f(x̄n−1) − f(xn−1)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

x̄0, x̄1, . . . – приближения по методу касательных,
x0, x1, . . . – приближения по методу хорд.

Вычисления по формулам прекращают, когда |xn − x̄n)| < ε.

Таблица 5.

№ Вид уравнения f(x)=0 искомый корень
1 0 = 1.2x2 − sin(10x) все положительные корни
2 0 = 2

√
x − cos(πx/2) все корни

3 0 = 2x − 2x2 − 1 положительные корни
4 0 = 2 lnx − 1/x все корни
5 0 = 2 lg x − x/2 + 1 положительные корни
6 0 = lg x − 7/(2x + 6) все корни
7 0 = x lg x − 1/2 все корни
8 0 = lg(3x−1)+exp(2x−1) все корни
9 0 = exp(−x) − 2(x − 1)2 все корни
10 0 = 2 − x exp(x) все корни
11 0 = 1/x − π cos(πx) все положительные корни
12 0 = sec(x) − x2 − 1 все положительные корни
13 0 = ctg(1, 05x) − x2 все положительные корни
14 0 = 2x − lg(x) − 7 все положительные корни
15 0 = exp(−x) + x2 − 2 отрицательные корни
16 0 = 0, 5x2 − cos(2x) все корни
17 0 = ln(0, 5x) − 0, 5 cos(x) все корни
18 0 = ln(2x) − exp(2x) все корни
19 0 = exp(−x) + x3 − 3 все положительные корни
20 0 = 2x2 − cos(2x) все корни
21 0 = x2 − 20 sinx все корни
22 0 = x2 − sin 5x все корни
23 0 = lnx + (x + 1)3 все корни
24 0 = 2, 2x − 2x наименьший корень
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